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�6د &.�� �6.�� (� #��رة :�����8
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:�������J ا���� '�ول �6.�� ا��J< ا���$�  
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( ); ² 0n n∈ ≥ℕ
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  ا����رات اIت.� :�6د &.�� �6.�� (� #��رة �- :�����14
"( ) 2; 0x x∀ ∈ >ℝ"A 

"( ) ( );2 5 1nn n∀ ∈ > +ℕ"B 

"  2 1 0x − =,x∃ ∈ℕ    "C 

"( );
4

n
n∀ ∈ ∉ℕ ℕ"D 

2"n >  4n > "E  

:����)N0  :\�?/ Qن   #��رة �EطA:  �Dا� )2 0x >  

B:  �Dط�E ن   #��رةN0  :\�?/ Q( )( )2 5 1n n> +  
)Nن  )( )02 5 0 1< +  

C:  �Dط�E ن  #��رةN
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2
∉ℕ

  
D:  �Dط�E ن  #��رةN
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4
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  �6د &.�� �6.�� (� #��رة �- ا����رات اIت.�  : :�����15  
1. 2" / 0"x x∀ ∈ >ℝ  
2. "  ,    " 
  "    ,  #�د  0دي  5 " .3

4. / "
2

n
n∀ ∈ ∈ℕ ℕ  "  

5.  
6.    

7.  2 1n )#�د زو'�   + )n∃ ∈ℕ 

8. ( );n n∀ ∈ ∈ℕ ℕ 

9. ( ) ( ); : 0x y y x∀ ∈ ∃ ∈ − >ℝ ℝ   

10. ( )! ;2 4 0x x∃ ∈ + =ℝ 

11. ( ) 2! ; 2x x∃ ∈ =ℝ 
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x
x∃ ∈ ∈ℤ ℤ 

13. ( ) ( ) 2; :x y y x∀ ∈ ∃ ∈ =ℝ ℝ 

: ���� ) @?.?�  �E (5ط�E (4   �Dط�E (2  �?.?@ (3   �Dط�D   1ا�
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  �6د ا����رة ا��� .� �"���رات اIت.�  : :�����16
1( ( );n n∀ ∈ ∈ℕ ℕ    

2  (( ) 2: 2 0
4

x
x ∃xو ∈ ∈ − =ℤ ℚ 

�$�)(� ا��aNر `.0 �_�0ة  � 3U�  ا�

:����)) 1ا� );n n∃ ∈ ∉ℕ ℕ  

2 (( ) 2: 2 0
4

x
x أو x∀ ∈ ∉ − ≠ℤ ℚ  

3 �$�U�  )ت+'� 0�aة �_�0ة  � ا�

)�61د ا����رة ا��� .� �"���رات اIت.�  : :�����17
      

 ",و ) " 2 

  )(� �_"] &�b� ا�Pاو/� �T زاو/� �6دة  4 )3

5 �$�U�))K�6$+رة )ت+'� �� [ة  � ا� ) : 0n n n∀ ∈ ∈ ⇒ ≥ℤ ℤ  

: ����) )1ا� ) ( ): 2 5 1nn n∃ ∈ ≤ +ℕ     

2   (( ) 2 3
: 2 0

2
x x ∀أو ∈ − ≠ − ∉ℝ ℚ  

3(( ) ( ); :n m n m∃ ∈ ∀ ∈ ≥ℕ ℕ   

  )/+'� �_"] &�b� ا�Pاو/� �T زاو/� `.�60دة  4
�$� `.K� 0$+رة 5U�))6)(� �+ا [ ا� ) : 0n n n∃ ∈ ∈ <ℤ ℤ و    

  �6د ا����رة ا��� .� �"���رات اIت.�:  :�����18

1( ( ) 2; : 2 4P x x x∀ ∈ ≠ ⇒ ≠ℝ  

2( ( ) 2; : 2 2015Q x x x∃ ∈ < ⇒ ≥ℝ  

 ����) )1:ا� ) 2; : 2 4P x x ∃xو ∈ ≠ =ℝ  

2( ( ) 2; : 2 2015Q x x ∀xو ∈ < <ℝ 

�����19: -K.�   : 22%.- أن 5 3 1 26x x< < ⇒ < + <     

:�����2=�0ض أن : ا� 5x< 23و��.- أن :  > 1 26x< + <  

 : ��/��2 5x< 22اذن :  > 25x< 23اذن :  > 1 26x< + <   

 : T�22و� 5 3 1 26x x< < ⇒ < + <  

�����20: -K.�: 22%.- أن 3 10 9 3 97x x< < ⇒ < − <   

:����2:�=�0ض أن : ا� 3 10x< 29و��.- أن :  > 3 97x< − <  

 : ��/��2 3 10x< 212اذن :  > 100x< 29اذن : > 3 97x< − <   

 : T�22و� 3 10 9 3 97x x< < ⇒ < − <  

�����21: -K.�   : أن -.%    

:�����2=�0ض أن : ا� 4x< 1و��.- أن :  > 1
1

3 1x
< <

−
  

 : ��/��2 4x< 2اذن :  > 1 1 4 1x− < − < −  

1اذن :  1 3x< − اذن :  >
1 1

1
3 1x

< <
−

  

 : T�  و�

�����22: -K.�: 1%.- أن 3 5 11
2

3 4 2

x
x

x

− +− < < ⇒ <
+

   

:�����=�0ض أن : ا�
1

2
3

x− < و��.- أن :  >
3 5 11

4 2

x

x

− + <
+

  

: ��/�� 1
2

3
x− < اذن: >

1
2 4 4 4

3
x−+ < + < اذن +

13
2 4

3
x< + <   

3اذن 1 1

13 4 2x
< <

+
  

: ��1 و��/
2

3
x− < < 6اذن  3 1x− < 1اذن: > 3 6x− < − <   

4اذن 3 5 11x< − + <  

 : T�12و� 3 5 11

13 4 2

x

x

− +< <
+

  T�3و� 5 11

4 2

x

x

− + <
+

  


 ت�".� ا��+اب: :�����23� �Dط�E �.ا����رة ا���� -.%  

 "( ) 1
; 2x x

x
∗∀ ∈ + ≥ℝ  

:����2x ����0 :ا� = −  : ��/��1 5
2 2

2 2
− + = − <

−
  

  �Eط�D اذن : 

⇒

² 2 0x − =x∃ ∈R
⇔² 1 0x + =x∃ ∈R

( )2 3< ⇒

( ); 1 cos 1x x∀ ∈ − ≤ ≤ℝ

( ) ( ); :n m n m∀ ∈ ∃ ∈ <ℕ ℕ

( ) ( );2 5 1nn n∀ ∈ +ℕ ≻

3

2
− ∈ℚ² 2 0x − =x∃ ∈R

( ) ( ); :n m n m∀ ∈ ∃ ∈ <ℕ ℕ

x ∈ℝ

x ∈ℝ

x ∈ℝ1 1
2 4 1

3 1
x

x
< < ⇒ < <

−

1 1
2 4 1

3 1
x

x
< < ⇒ < <

−

x ∈ℝ

p
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 ت�".� ا��+اب::�����24� �Dط�E �.ا����رة ا���� -.%  

  "  و  ,   "  

 ����0 : ا���اب :
1

2
x  و=

1

2
y = : ��/�� 

1 1
1 1 122 2 1

1 3 31 1 31
4 4 124 4

+
= = = >

  ×− 
 

  

 �Eط�D اذن : 


 ت�".� ا��+اب: :�����25� �Dط�E �.ا����رة ا���� -.%  
 "( ) 2;x x x∀ ∈ ≥ℝ  

:����1 ����0 :ا�

2
x =  : ��/��

2
1 1 1

2 4 2
  = < 
 

  �Eط�D اذن :  

�����26:  -K.�   و  

1%.- أن:  1
1

2 2
x y y +xأو > ⇒ > >   

��"Pام ا��>�د �"�gKا���اب :Q�% لQ���Qا ����$�  
1اذن /K=� أن ��.- أن :  1

1
2 2

x yو x y≤ ≤ ⇒ +   ؟؟؟؟؟≥

: ��/�� 1 1

2 2
x ≥yو 1 اذن :≥ 1

2 2
x y+ ≤ 1x اذن : + y+ ≤  

 : T�1و� 1
1

2 2
x yو x y≤ ≤ ⇒ + 1 و%������ : ≥ 1

1
2 2

x y y +xأو > ⇒ > >   

��"Pام ا��>�د �"�gK أ�T : اذا (�ن  :�����27Q�% لQ���Qل ا������% -.%
  و :

   

��"Pام ا��>�د �"�gKا���اب :Q�% لQ���Qا ����$�  
2اذن /K=� أن ��.- أن :  22 2x x y y x y− = − ⇒   ؟؟؟؟؟=

: ��/�� 2 2 2 22 2 2 2 0x x y y x x y y− = − ⇒ − − + =  

( ) ( )( ) ( )2 2 2 0 2 0x y x y x y x y x y⇒ − − − = ⇒ − + − − =  

( )( )2 0 0 2 2 0x y x y x y xأو y x yأوx y⇒ − + − = ⇒ − = + − ⇒ = + − =  

1/��� و��"� أن : x �� و: و��"� أن :   <�/
1y >    

 T�2xو� y+ >  ���/2 0x y+ − >  T�2و� 0x y+ − ≠  
 : T�2و� 22 2x x y y x y− = − ⇒ =   

   و%������ :

�����28: : -K.�x ∈ℝ : 2%.- أن
8 2

5

x
x

x

+≠ − ⇒ ≠
+

   

��"Pام ا��>�د �"�gK: ا���ابQ�% لQ���Qا ����$�  

2اذن /K=� أن ��.- أن : 
2 8

5

x
x

x

+ = ⇒ = −
+

  ؟؟؟؟؟

: ��/�� ( )2
2 2 2 5

5

x
x x

x

+ = ⇒ + = +
+

  

( )2 2 5 2 2 10 8 8x x x x x x+ = + ⇒ + = + ⇒− = ⇒ = −  

 : T�2و�
2 8

5

x
x

x

+ = ⇒ = −
+

  

    و    :�����29
  %.- أن : 

��"Pام ا��>�د �"�gK: ا���ابQ�% لQ���Qا ����$�  
2اذن /K=� أن ��.- أن :  23 3x x y y x y− = − ⇒   ؟؟؟؟؟=

: ��/�� 2 2 2 23 3 3 3 0x x y y x x y y− = − ⇒ − − + =  

( ) ( )( ) ( )2 2 3 0 3 0x y x y x y x y x y⇒ − − − = ⇒ − + − − =  

( ) ( )3 0 0 3 3 0x y x y x y xأو y x yأوx y⇒ − + − = ⇒ − = + − ⇒ = + − =  

1/��� و��"� أن : x   و: و��"� أن :   <
 ���/2y >   T�3xو� y+ >  ���/3 0x y+ − >  T�3و� 0x y+ − ≠  

 : T�2و� 23 3x x y y x y− = − ⇒ =   
   و%������ :

2%.- أن :  :�����30 2 2a b ab+ ≥ ( ) ( );a b∀ ∈ ∀ ∈ℝ ℝ    

:�������Qل %���U �K:ا�Qا ����$�  
2 2 2 22 2 0a b ab a b ab+ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔  

( )2
0a b⇔ − ≥   

  Z'+� ��bدا 
%0�  وھ[ا @?.N Wن ا�

 و%������ :
2 2 2a b ab+ ≥ ( ) ( );a b∀ ∈ ∀ ∈ℝ ℝ    

���Qل %=�H ا�?�Qت:�����31Qل ا������%: 

ا����د�� :�6  � 
  

:������3رس ا�aرة : ا� 6x −  

  
2xاذا (��i : :1ا�����  3 �ن :  ≤ 6 0x − ≥    

: T�و�
 

  

3 6 1x − = ⇔3 7x = ⇔7

3
x S= ∈ ⇔  

2xاذا (��i : :2ا�����  3 �ن :  ≥ 6 0x − ≤   

 : T�و�
 

  

( )3 6 1x− − = ⇔3 6 1x− + = ⇔  

3 5x− = − ⇔5

3
x S= ∈ ⇔  

�+#� ا�?"+ل ھ� : �� T�5و� 7
;

3 3
S

 =  
 

  

���Qل %=�H ا�?�Qت :�����32Qل ا������%  
3 ا����د�� : �6  �   2 4 5x x+ − = +

  
��4xرس ا�aرة : ا���اب : −  

4x : اذا (��i :1ا�?���  4 �ن : ≤ 0x − ≥  : T�و�
 

4 4x x− = −  

3 2 4 5x x+ − = +3 2 8 5x x+ − = + ⇔10x S= ∈ ⇔  

4x : اذا (��i :2ا�?���  4  �ن :≥ 0x − ≤ : T�و�
 

4 4x x− =− +  

3 2 4 5x x+ − = +3 2 8 5x x− + = + ⇔2x S= ∈ ⇔  

�+#� ا�?"+ل ھ� : �� T�}و� }2;10S =  

���Qل %=�H ا�?�Qت �����33Qل ا������%  

ا����د�� : �6  � 
  

��1xرس ا�aرة : : ا���اب +  

  
1x: اذا (��i :1ا����� ≥ 1 �ن :  − 0x + ≥   

 : T�و�
 

  

( )2 1 1 0x x− + + = ⇔2 0x x− = ⇔( )1 0x x − = ⇔

0 1x Sأوx S= ∈ = ∈ ⇔  
1x: اذا (��i :2ا����� ≤ 1 �ن:  − 0x + ≤  

( )0 1
1

x y

xy xy

+< <
−

] [0;1y∀ ∈] [0;1x∀ ∈p

p

p

p

x ∈ℝy ∈ℝ

] [+∞∈ ;1x] [1;y ∈ +∞

( ) ( )2 22 2x y x x y y≠ ⇒ − ≠ −

] [+∞∈ ;1x] [+∞∈ ;1x

( ) ( )2 22 2x y x x y y≠ ⇒ − ≠ −

] [+∞∈ ;1x] [+∞∈ ;2y

( ) ( )yyxxyx 33 22 −≠−⇒≠

] [+∞∈ ;1x] [+∞∈ ;2y

( ) ( )yyxxyx 33 22 −≠−⇒≠

R( ) : 3 6 1E x − =

( ) : 3 6 1E x − =

( ) : 3 6 1E x − =

R

R( ) 2: 1 1 0E x x− + + =

( ) 2: 1 1 0E x x− + + =
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  : T�و�
 

  

( )2 1 1 0x x+ + + = ⇔2 2 0x x+ + = ⇔ �M� g.� د����� وھ[ه ا�

 �  �6ℝ  : نN7 0∆ = − <  
�+#� ا�?"+ل ھ� : �� T�}و� }0;1S =  

���Qل %=�H ا�?�Qت .%.- أن :  :�����34Qل ا������%2n n+   
∀n#�د زو'�     ∈ℕ   

/#�د زو'�   اذن :   n:1ا�?���  ا���اب : 2k n k∃ ∈ =ℕ     

( ) ( )22 2 22 2 4 2 2 2 2n n k k k k k k k ′+ = + = + = + =  

 : T�2nو� n+      �'د زو�#  
/#�د  0دي   اذن :   n:2ا�?���  2 1k n k∃ ∈ = +ℕ     

( )22 22 1 2 1 4 4 1 2 1n n k k k k k+ = + + + = + + + +  

( )2 2 24 6 2 2 2 3 1 2n n k k k k k′+ = + + = + + = : T�2nو� n+   �'د زو�#  

2nو%������ :  n+      �'د زو�#n∀ ∈ℕ  

���Qل %���"< أن : :�����35Qل ا������% -.%
2

2

1
1

1

x

x

− ≠
+

/x∀ ∈ℝ  
:�����=�0ض أن ا����رة �Eط�K� �D ��0ھ- أن #��رة @?.?� ا�


 ا���J.�ت� X&��  و�?�ول ا�?H+ل #"! ت

�=�0ض أن : 
2

2

1
1

1

x

x

− =
+

/x∃ ∈ℝ  

 ���/2 21 1x x− = +  ���/1 1− = + W.?@ 0.` وھ[ا  
2أي : و!%7 !� ا6�5%�ه �3ن ��ط-� 

2

1
1

1

x

x

− ≠
+

/x∀ ∈ℝ  

  #�د زو'�    ��� أ�7 اذا �3ن :�����36
  #�د زو'�  �ن : 

:����  #�د  0دي  n �=�0ض أن :ا�
/أي أن :  2 1k n k∃ ∈ = +ℕ  

  : T�)و� ) ( )22 2 22 1 4 4 1 2 2 2 1 2 1n k k k k k k ′= + = + + = + + = +  


 ا���J.�ت : 2nأي : � X&��  #�د زو'� #�د  0دي وھ[ا /�
  #�د زو'� : و!%7 !� ا6�5%�ه �3ن ��ط-� أي 

���Qل 0���%'
 أن : :�����37Qل ا������% -.%;3 1 2nn n∀ ∈ ≥ +ℕ  

�0 %_�ث �0ا�6 : ا���اب :�  
��0n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��03 1 2 0≥ + 1أي :  × 0nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  ≤1 =  
�3=�0ض أن:: 2ا���: � 1 2n n≥ +  �?.?@  

)��.- أن: :3ا���: � )13 1 2 1n n+ ≥ + 13أي ��.- أن :  + 2 3n n+ ≥   ؟؟+

: 
�� Z$6 ا �0اض ا��0'/��  

 3 1 2n n≥ )اذن :  + )3 3 3 1 2n n× ≥ × +  

 : ���/13 6 3n n+ ≥ +  ��.��  اذن �� ��� %�� ا�
S6��  :6 أن  3 2 1n n+ ≥ �K- 6$�ب ا�=0ق) +/)  

( ) ( )6 3 2 1 6 3 2 1 4 2 0n n n n n+ − + = + − − = + ≥  

�� اذن : /��13 6 3n n+ ≥ 6و   + 3 2 1n n+ ≥ + : T�13 و� 2 3n n+ ≥ +   

���Qل 0���%'
 أن : :�����38Qل ا������% -.%;3 1nn n∀ ∈ ≥ +ℕ  

�0 %_�ث �0ا�6 : ا���اب :�  
��0n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��03 1 0≥ 1أي :  + 0nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  ≤1 =  

�3=�0ض أن:: 2ا���: � 1n n≥ +  �?.?@  

)��.- أن: :3ا���: � )13 1 1n n+ ≥ + 13أي ��.- أن :  + 2n n+ ≥   ؟+

 : 
�� Z$6 ا �0اض ا��0'/��3 1n n≥ )اذن :  + )3 3 3 1n n× ≥ × +  

 : ���/13 3 3n n+ ≥ +  ��.��  اذن �� ��� %�� ا�
S6��3 أن  :  3 2n n+ ≥ �K- 6$�ب ا�=0ق) +/)  

( ) ( )3 3 2 3 3 2 2 1 0n n n n n+ − + = + − − = + ≥  

�� اذن : /��13 3 3n n+ ≥ 3و   + 3 2n n+ ≥ + : T�13 و� 2n n+ ≥ + 

���Qل 0���%'
 أن : :�����39Qل ا������% -.%;2 1nn n∀ ∈ ≥ +ℕ  

�0 %_�ث �0ا�6 : ا���اب :�   
��0n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��02 1 0≥ 1أي :  + 0nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  ≤1 =  

�2=�0ض أن:: 2ا���: � 1n n≥ +  �?.?@  
)��.- أن: :3ا���: � )12 1 1n n+ ≥ + 12أي ��.- أن :  + 2n n+ ≥   ؟؟؟؟؟+

 : 
�� Z$6 ا �0اض ا��0'/��2 1n n≥ )اذن :  + )2 2 2 1n n× ≥ × +  

 : ���/12 2 2n n+ ≥ +  ��.��  اذن �� ��� %�� ا�
S6��2 أن  :  2 2n n+ ≥ �K- 6$�ب ا�=0ق) +/)  

( ) ( )2 2 2 0n n n+ − + = ≥  

�� اذن : /��12 2 2n n+ ≥ 2و   + 2 2n n+ ≥ + : T�12 و� 2n n+ ≥ +  

���Qل 0���%'
 أن ::�����40Qل ا������% -.%  

 ( )1
1 2 3 ...

2

n n
n

× +
+ + + + =  :n ∗∀ ∈ℕ  

�0 %_�ث �0ا�6 : ا���اب :�   
��1n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��( )1 1 1 1 2
1 1

2 2

× + ×= = 1nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  = =  

)�=�0ض أن:: 2ا���: � )1
1 2 3 ...

2

n n
n

× +
+ + + + =  �?.?@  

)��.- أن: :3ا���: � ) ( ) ( )1 2
1 2 3 ... 1

2

n n
n n

+ × +
+ + + + + +   ؟؟  =

: ��/��( ) ( ) ( )1 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1n n n n+ + + + + + = + + + + + +  

: 
) و��/�� Z$6 ا �0اض ا��0' )1
1 2 3 ...

2

n n
n

× +
+ + + + =  

) اذن : ) ( ) ( ) ( )1
1 2 3 ... 1 1 1 1

2 2

n n n
n n n n

× +  + + + + + + = + + = + + 
 

  

( ) ( ) ( ) ( )1 22
1 2 3 ... 1 1

2 2

n nn
n n n

+ ++ + + + + + + = + = 
 

  

�� اذن : /��( )1
1 2 3 ...

2

n n
n

× +
+ + + + =  :  

�����41:   -.%3 2n n+   !"# ��   3/��� ا��$
 ��.�Jا� W.?Hا���د ا� -K/ ��M�n  

3/��� ��.- :  : ا���اب/ 2 3k n n k∃ ∈ + =ℕ  
���Qل 0���%'
 و ��0 %_�ث �0ا�6 :Qا ����$�  

��0n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  
 ��/��30 2 0 0+ ×   و��T ا����رة  �3>�#< �"��د  =

0@?.?� %���$�� ل n =  
/�3=�0ض أن:: 2ا���: � 2 3k n n k∃ ∈ + =ℕ  �?.?@  
)��.- أن: :3ا���: � ) ( )3

/ 1 2 1 3k n n k′ ′∃ ∈ + + + =ℕ  ؟؟؟؟؟  

( ) ( )3 3 21 2 1 3 3 1 2 2n n n n n n+ + + = + + + + + =  

( ) ( ) ( )3 2 2 22 3 3 3 3 3 1 3 1n n n n k n n k n n+ + + + = + + + = + + +  

( )23 1 3k n n k ′= + + + =  
�2 1k k n n′ = + + +  

 : T�)و� ) ( )3
/ 1 2 1 3k n n k′ ′∃ ∈ + + + =ℕ  

�� /K- ا���د ا�W.?H ا��J.��  3/��� ا��$�� #"!   و%������ M�  
  

( ) 2: 1 1 0E x x− + + =

n ∈ℕ2n
n

2n
n

n ∗∀ ∈ℕ

3 2n n+n
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���Qل 0���%'
 أن : :�����42Qل ا������% -.%  

 ( ) ( )2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ...

6

n n n
n

× + × +
+ + + + =  :  

�0 %_�ث �0ا�6 : : ا���اب�   
��1n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��( ) ( )2 1 1 1 2 1 1 2 3
1 1

6 6

× + × + × ×= = 1nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  = =  

)�=�0ض أن:: 2ا���: � ) ( )2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ...

6

n n n
n

× + × +
+ + + + =  �?.?@  

)��.- أن: :3ا���: � ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 1 2 2 3
1 2 3 ... 1

6

n n n
n n

+ × + × +
+ + + + + +   ؟  =

: ��/�� ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 21 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1n n n n+ + + + + + = + + + + + +  

: 
) و��/�� Z$6 ا �0اض ا��0' ) ( )2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ...

6

n n n
n

× + × +
+ + + + =  

) اذن : ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ... 1 1

6

n n n
n n n

+ +
+ + + + + + = + +  

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 1
1 2 3 ... 1 1 1

6

n n
n n n n

+ 
+ + + + + + = + + + 

 

  

( ) ( ) ( ) ( )
22 1 6 1 2 7 6

1 1
6 6

n n n n n
n n

+ + +   + += + = +   
  

  

�� أن ��S6 أن : �K�)و/ ) ( )22 7 6 2 2 3n n n n+ + = + +  

 : T�)و� ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 1 2 2 3
1 2 3 ... 1

6

n n n
n n

+ × + × +
+ + + + + + =  

���Qل 0���%'
 أن ::�����43Qل ا������% -.%  

 ( ) 2

3 3 3 3 1
:1 2 3 ...

2

n n
n n∗ + 

∀ ∈ + + + + = 
 

ℕ   

   �0ا�6 : ��0 %_�ث : ا���اب
��1n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��( ) 3

3 11 1
1 1

2

+ 
= = 
 

1nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل   =  

)�=�0ض أن:: 2ا���: � ) 2

3 3 3 3 1
1 2 3 ...

2

n n
n

+ 
+ + + + = 

 

  �?.?@  

)��.- أن: :3ا���: � ) ( ) ( ) 2
33 3 3 3 1 2

1 2 3 ... 1
2

n n
n n

+ × + 
+ + + + + + = 

 

  ؟؟  

: ��/�� ( ) ( ) ( )3 33 3 3 3 3 3 3 31 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1n n n n+ + + + + + = + + + + + +  

: 
) و��/�� Z$6 ا �0اض ا��0' ) 2

3 3 3 3 1
1 2 3 ...

2

n n
n

+ 
+ + + + = 

 

  

) اذن : ) ( ) ( )
2

3 33 3 3 3 1
1 2 3 ... 1 1

2

n n
n n n

+ 
+ + + + + + = + + 

 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2

3 2 21 4 4
1 1 1 1

4 4 4

n n n n n
n n n n

+    + += + + = + + + = +   
   

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22 2
2 2 2

2

2 2 1 2
1 1

4 2 2

n n n n
n n

+ + + + 
= + = + =  

 

  

 : T�)و� ) 2

3 3 3 3 1
:1 2 3 ...

2

n n
n n∗ + 

∀ ∈ + + + + = 
 

ℕ  

���Qل 0���%'
 أن :%.- :�����44Qل ا������%  
  0 1 2 3 1:2 2 2 2 ... 2 2 1n nn +∀ ∈ + + + + + = −ℕ  

�0 %_�ث �0ا�6 : : ا���اب�   
��0n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��02 0و =1 12 1 1+ − 1nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  = =  
�0=�0ض أن:: 2ا���: � 1 2 3 12 2 2 2 ... 2 2 1n n++ + + + + = −  �?.?@  
��0.- أن: :3ا���: � 1 2 3 1 22 2 2 2 ... 2 2 2 1n n n+ ++ + + + + + =   ؟؟؟؟؟  −

: ��/�� ( )0 1 2 3 1 0 1 2 3 12 2 2 2 ... 2 2 2 2 2 2 ... 2 2n n n n+ ++ + + + + + = + + + + + +  

: 
0 و��/�� Z$6 ا �0اض ا��0' 1 2 3 12 2 2 2 ... 2 2 1n n++ + + + + = −  
1 اذن : 1 1 1 1 22 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1n n n n n+ + + + += − + = × − = × − = −  

: T�0 و� 1 2 3 1 22 2 2 2 ... 2 2 2 1n n n+ ++ + + + + + = −  
0 وا����� : 1 2 3 1:2 2 2 2 ... 2 2 1n nn +∀ ∈ + + + + + = −ℕ  

���Qل 0���%'
 أن : :�����45Qل ا������% -.%  
1

0 1 2 5 1
5 5 5 ... 5

4

n
n

+ −+ + + = :n∀ ∈ℕ 

�0 %_�ث �0ا�6 : : ا���اب�   
��0n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��05 0و =1 15 1
1

4

+ − 0nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  = =  

�=�0ض أن:: 2ا���: �
1

0 1 2 5 1
5 5 5 ... 5

4

n
n

+ −+ + + =  �?.?@  

��.- أن: :3ا���: �
2

0 1 2 1 5 1
5 5 5 ... 5 5

4

n
n n

+
+ −+ + + +   ؟؟؟؟؟  =

: ��/�� ( )0 1 2 3 1 0 1 2 3 15 5 5 5 ... 5 5 5 5 5 5 ... 5 5n n n n+ ++ + + + + + = + + + + + +  

: 
 و��/�� Z$6 ا �0اض ا��0'
1

0 1 2 5 1
5 5 5 ... 5

4

n
n

+ −+ + + =  

 اذن :
1

0 1 2 1 15 1
5 5 5 ... 5 5 5

4

n
n n n

+
+ +−+ + + + = +  

 1 1 1 25 1 4 5 5 5 1 5 1

4 4 4

n n n n+ + + +− + × × − −= = =  

: T� و�
2

0 1 2 1 5 1
5 5 5 ... 5 5

4

n
n n

+
+ −+ + + + =   

1 : وا����� :
0 1 2 5 1

5 5 5 ... 5
4

n
n

+ −+ + + = :n∀ ∈ℕ  

:%.- أن)1 :�����46
1

0 1 2 3 1
3 3 3... 3

2

n
n

+ −+ + + = :n∀ ∈ℕ 

)أ)  %.- أن : ) 2   )12 14 6 1 7n n+ ≥ + +      n∀ ∈ℕ 

���Qل 0���%'
 أن :     Qل ا�����2 ب)  %.- %� 6 7n n≥ + 6n∀ ≥  

�0 %_�ث �0ا�6 : )1 : ا���اب�   
��0n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��03 0و =1 13 1
1

2

+ − 0nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  = =  

�=�0ض أن:: 2ا���: �
1

0 1 2 3 1
3 3 3 ... 3

2

n
n

+ −+ + + =  �?.?@  

��.- أن: :3ا���: �
2

0 1 2 1 3 1
3 3 3 ... 3 3

2

n
n n

+
+ −+ + + +   ؟؟  =

: ��/�� ( )0 1 2 3 1 0 1 2 3 13 3 3 3 ... 3 3 3 3 3 3 ... 3 3n n n n+ ++ + + + + + = + + + + + +  

: 
 و��/�� Z$6 ا �0اض ا��0'
1

0 1 2 3 1
3 3 3 ... 3

2

n
n

+ −+ + + =  

 اذن :
1

0 1 2 1 13 1
3 3 3 ... 3 3 3

2

n
n n n

+
+ +−+ + + + = +  

 
1 1 1 1 2

13 1 3 1 2 3 3 3 1 3 1
3

2 2 2 2

n n n n n
n

+ + + + +
+− − + × × − −= + = = =  

: T� و�
2

0 1 2 1 3 1
3 3 3 ... 3 3

2

n
n n

+
+ −+ + + + =   

: وا����� :
1

0 1 2 3 1
3 3 3 ... 3

2

n
n

+ −+ + + = :n∀ ∈ℕ  

)��.- أن :  )أ)2 )12 14 6 1 7n n+ ≥ + +  n∀ ∈ℕ؟؟؟؟؟  

�?$Z ا�=0ق : 
( ) ( )( )12 14 6 1 7 2 14 6 6 7 6 1 0n n n n n+ − + + = + − − − = + ≥  

 : T�)و� )12 14 6 1 7n n+ ≥ + +  n∀ ∈ℕ  

2 )ب)��.- أن :2 6 7n n≥ +   6n∀   ؟؟؟؟؟≤
  

n ∗∀ ∈ℕ
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��6n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: �  =  
 ��/��62 6 6 7≥ × N64ن :  + و��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  ≤43
6n =  

�2=�0ض أن:: 2ا���: � 6 7n n≥ +  �?.?@  
)��.- أن: :3ا���: � )12 6 1 7n n+ ≥ +   ؟؟؟؟؟ +

 : 
�� Z$6 ا �0اض ا��0'/��2 6 7n n≥ )اذن :  + )2 2 2 6 7n n× ≥ × +  

 : ���/12 12 14n n+ ≥ +  ��.��  اذن �� ��� %�� ا�
 Z$6الوU$أ)2 ا�(   ��/��  :( )12 14 6 1 7n n+ ≥ + +  n∀ ∈ℕ  

�� اذن : /��12 12 14n n+ ≥ )و   + )12 14 6 1 7n n+ ≥ + +  

 : T�) و� )12 6 1 7n n+ ≥ + +  

: ������2 و 6 7n n≥ +   6n∀   ؟؟؟؟؟≤

�����47:-K/ ��M� Tأ� -.%n -�∗
ℕ.  

( ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2

3
n n n n n× + × + × + × + + × + = × + × +  

�0 %_�ث �0ا�6 : : ا���اب�   
��1n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��( )1 1 1 1 2 2× + = × )و = ) ( )1 1
1 1 1 1 2 2 3 2

3 3
× × + × + = × × و��T ا����رة   =

1@?.?� %���$�� ل n =  

)�=�0ض أن:: 2ا���: � ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2

3
n n n n n× + × + × + × + + × + = × + × +    

 ��.- أن ::3ا���: �

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2 1 2 3

3
n n n n n n n× + × + × + × + + × + + + × + = + × + ×   ؟؟ +

: 
�� Z$6 ا �0اض ا��0'/�� ( ) ( ) ( )1
12 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2

3
n n n n n× + × + × + × + + × + = × + × +  

) اذن: ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2 1 2 1 2

3
n n n n n n n n n× + × + × + × + + × + + + × + = × + × + + + × +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3
1 2 1 2 1 2 1 1 2

3 3 3

n
n n n n n n n n n n

+   = × + × + + + × + = + × + + = + × +   
   

  

 T�)و� ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2 1 2 3

3
n n n n n n n× + × + × + × + + × + + + × + = + × + × +   

�����48:-K/ ��M� Tأ� -.% -�.  

( ) ( )
( )

( ) ( )
31 1 1 1

....
1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2

n n

n n n n n

× +
+ + + + =

× × × × × × × + × + + × +
  

�0 %_�ث �0ا�6 : : ا���اب�   
��1n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��( )
( ) ( )
1 1 3 4 1

41 1 1 2 4 2 3 6

× +
= =

+ × + × ×
1و  1

1 2 3 6
=

× ×
1nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل    =  

  �=�0ض أن:: 2ا���: �

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

31 1 1 1
....

1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2

n n

n n n n n

× +
+ + + + =

× × × × × × × + × + + × +
 �?.?@  

  ��.- أن: :3ا���: �

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 41 1 1 1 1
....

1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 1 2 3 4 2 3

n n
S

n n n n n n n n

+ × +
= + + + + + =

× × × × × × × + × + + × + × + + × +
  ؟؟ 

: 
�� Z$6 ا �0اض ا��0'/��   

( ) ( )
( )

( ) ( )
31 1 1 1

....
1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2

n n

n n n n n

× +
+ + + + =

× × × × × × × + × + + × +
  

  اذن :

 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
3 31 4

4 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3

n n n n

n n n n n n n n n n n

× + × +
= + = +

+ × + + × + × + + × + × + + × + × +
  

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 3 26 9 43 4 6 9 4

4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3

n n nn n n n n

n n n n n n n n n

× + + +× + + + + += = =
+ × + × + + × + × + + × + × +

  

�� أن ��.- أن : �K�/( ) ( )23 26 9 4 1 4n n n n n+ + + = + × +  

 :T�و�
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

23 2 1 4 1 46 9 4

4 1 2 3 4 1 2 3 4 2 3

n n n nn n n
S

n n n n n n n n

+ × + + × ++ + += = =
+ × + × + + × + × + × + × +

  

 T�و�
( ) ( )

( )
( ) ( )

31 1 1 1
....

1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2

n n

n n n n n

× +
+ + + + =

× × × × × × × + × + + × +
n ∗∀ ∈ℕ  

�����49:-K/ ��M� Tأ� -.%n .-� ℕ  
2 24 1n

nb += −  !"# ��  15/��� ا��$

�� ��.- :  : ا���اب�// 15nk b k∃ ∈ =ℕ  

���Qل 0���%'
 و ��0 %_�ث �0ا�6 :Qا ����$�  
��0n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��2 0 2 2
0 4 1 4 1 15b × += − = − =   

0nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  �15>�#< �"��د  =  
�2=�0ض أن:: 2ا���: � 2/ 4 1 15nk k+∃ ∈ − =ℕ  �?.?@  

)��.- أن: :3ا���: � )2 1 2/ 4 1 15nk k+ +′ ′∃ ∈ − =ℕ  ؟؟؟؟؟  
2 ��.- أن:أي  4/ 4 1 15nk k+′ ′∃ ∈ − =ℕ ؟؟؟؟؟  
 ��.- أن:أي 

1/ 15nk b k+′ ′∃ ∈ =ℕ ؟؟؟؟؟  

: �_� Z$?� ( ) ( )2 4 2 24 1 4 1n n+ += − − − 
1n nb b+ −  

( )2 2 2 2 2 2 2 24 4 4 4 1n n n+ + + += − = − 1n nb b+ −  
2 115 4 n += × 1n nb b+ −  

2اذن :  115 4 n += × 
1n nb b+ − ���/nb+2 115 4 n += × 1nb +  

: 
/ و��/�� Z$6 ا �0اض ا��0' 15nk b k∃ ∈ =ℕ  

 T�15k+2 و� 115 4 n += × 
1nb k+2(اي  + 115 (4 n += × 

1nb +
  

و%������ 
1/ 15nk b k+′ ′∃ ∈ =ℕ  

�����50:-K/ ��M� Tأ� -.%n .-� ℕ  
3n n−  !"# ��  6/��� ا��$

3/��� ��.- :  : ا���اب/ 6k n n k∃ ∈ − =ℕ  
���Qل Qا ��
 و ��0 %_�ث �0ا�6 :�$��'0���%  

��0n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  
 ��/��30 0 0− 0nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  �6>�#< �"��د  = =  

/�3=�0ض أن:: 2ا���: � 6k n n k∃ ∈ − =ℕ  �?.?@  
)��.- أن: :3ا���: � ) ( )3

/ 1 1 6k n n k′ ′∃ ∈ + − + =ℕ  ؟؟؟؟؟  

( ) ( )3 3 21 1 3 3 1 1n n n n n n+ − + = + + + − − =  

( ) ( ) ( )3 2 23 3 6 3 6 3 1n n n n k n n k n n= − + + = + + = + +  

)و��"� أن :  )1n n ) #�د زو'� T�N '�اء #�د/- �����..- + )1 2n n m+ =  

( ) ( ) ( )3
1 1 6 3 2 6 6 6 6n n k m k m k m k ′+ − + = + × = + = + =  

) و%������: ) ( )3
/ 1 1 6k n n k′ ′∃ ∈ + − + =ℕ   

111 %.- أن :)1 :�����51 1 10 11 11 1n n n+ − = × + −    n∀ ∈ℕ    
���Qل 0���%'
 أن: )2Qل ا������% -.%11 1n −    

∀n �10>�#< �"��د  ∈ℕ 
) )1 : ا���اب )111 1 11 11 1 10 1 11 1 10 11 11 1n n n n n+ − = × − = + × − = × + −  

2(  : -.�� ���//11 1 10nk k∃ ∈ − =ℕ 
���Qل 0���%'
 و ��0 %_�ث �0ا�6 :Qا ����$�  

��0n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  
 ��/��011 1 1 1 0− = −   و��T ا����رة @?.?�  �10>�#< �"��د  =

��%0�$�� ل n=  
  

n∗
ℕ
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  ا���ذ : 
	���� ����                                                                                                 8 ص
 
 

  
 
 
 
 

11/�=�0ض أن:: 2ا���: � 1 10nk k∃ ∈ − =ℕ  �?.?@  
��1/11.- أن: :3ا���: � 1 10nk k+ ′∃ ∈ − =ℕ  ؟؟؟؟؟  

 Z$6 �"��1 (111 1 10 11 11 1n n n+ − = × + −  
: 
11/ و��/�� Z$6 ا �0اض ا��0' 1 10nk k∃ ∈ − =ℕ  

111 اذن: 1 10 11 10n n k+ − = × +  
)اذن: )111 1 10 11 10n n k k+ ′− = + = 
�11nk k′ = +   

: T�111 و� 1n +   �10>�#< �"��د   −
11 و%������: 1n ∀n    �10>�#< �"��د   − ∈ℕ  

�����52:  : 
<�23 2n n
nA = −  n ∗∀ ∈ℕ  

nت?�\ �- أن :  )1
nn AA 2

1 372 ×+=+
    n ∗∀ ∈ℕ  

���Qل 0���%'
 أن : )2Qل ا������% -.%nA �7>�#< �"��د  n ∗∀ ∈ℕ 

) )1 ا���اب )2 1 1 2 2 1 2 2 1
1 3 2 3 2 3 3 2 2n n n n n n

nA + + + +
+ = − = − = × − ×  

( )2 1 2 1 2 2 1
1 9 3 2 2 7 2 3 2 2 7 3 2 3 2 2n n n n n n n

nA + = × − × = + × − × = × + × − × 
( )2 2 1 2 2 2

1 7 3 2 3 2 2 7 3 2 3 2 7 3 2n n n n n n n
n nA A+ = × + × − × = × + − = × + × 

2(  : -.�� ���// 7nk A k∗∃ ∈ =ℕ  

��1n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  
 ��/��2 1 1 2

1 3 2 3 2 9 2 7A ×= − = − = − =   

1nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  �7>�#< �"��د  =  
/�=�0ض أن:: 2ا���: � 7nk A k∗∃ ∈ =ℕ  �?.?@  

��.- أن: :3ا���: �
1/ 7nk A k∗

+′ ′∃ ∈ =ℕ  ؟؟؟؟؟  

Z$61(  : 2 ا�$Uال
1 7 3 2n

n nA A+ = × + ×  

)اذن :  )2 2 2
1 7 3 2 7 3 2 7 7 3 2 7n n n

n nA A k k k+ ′= × + × = × + × = × + = ×  

23 :و%������  2n n
nA = −  n ∗∀ ∈ℕ  

�����53:-K.� a ��J& Z'+� ��.�6 د�#  
���Qل 0���%'
 أن : )1Qل ا������% -.%( ); 1 1

n
n a n a∀ ∈ + ≥ + ×ℕ  

��r أن : )2��2n ا n> ;n∀ ∈ℕ  

�0 %_�ث �0ا�6 : )1 : ا���اب�  
��0n?�\ أن ا����رة @?.?� %���$�� ل : 1ا���: � =  

 ��/��( )0
1 1 0a a+ ≥ + N  :1ن × 0nو��T ا����رة @?.?� %���$�� ل  ≤1 =  

)�=�0ض أن:: 2ا���: � )1 1
n

a n a+ ≥ + ×  �?.?@  

)��.- أن: :3ا���: � ) ( )1
1 1 1

n
a n a

++ ≥ + +   ؟؟؟؟؟  ×

 : 
�� Z$6 ا �0اض ا��0'/��( )1 1
n

a n a+ ≥ + ×  

)اذن :   )( ) ( )( )1 1 1 1
n

a a a n a+ + ≥ + + ×  

: ���/ ( ) ( ) ( )1
1 1 1

n
a a n a

++ ≥ + + ×  ��.��  اذن �� ��� %�� ا�

):   ���رن )( )1 1a n a+ + )و × )1 1n a+ + �K- 6$�ب ا�=0ق) ×/)  

( )( ) ( )( ) 21 1 1 1 1 1a n a n a na a na n a a+ + × − + + × = + + + − − × −  

( )( ) ( )( ) 21 1 1 1 0a n a n a na+ + × − + + × = ≥  

)اذن :  )( ) ( )( )1 1 1 1a n a n a+ + × ≥ + + ×  

: T�) و� ) ( )1
1 1 1

n
a n a

++ ≥ + + ×  

) و%������ : ); 1 1
n

n a n a∀ ∈ + ≥ + ×ℕ  

))و'��� : 2 )0; ; 1 1
n

a n a n a∀ > ∀ ∈ + ≥ + ×ℕ  

 : �_� ]E^�1a =   : ��� ( ); 1 1 1 1
n

n n∀ ∈ + ≥ + ×ℕ  

2;أي :  1nn n∀ ∈ ≥ +ℕ  
1n:و�K- ��"� أن :  n n∀ ∈ + >ℕ  

2nn;اذن :  n∀ ∈ >ℕ  
  

  
  
  
  
  
  
  

« c’est en forgeant que l’on devient 
forgeron » dit un proverbe. 

c’est en s’entraînant 

régulièrement aux calculs et 

exercices que l’on devient un 

mathématicien 
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